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[Ipouerere BHEMATETHO!

YacT mbpBa U 9acT BTOPA CbIbPKAT YCJIOBUATA HA 3aJa9lTe ChOTBETHO Ha (ppeH-
CKM ¥ aHIVIMICKH e3uK. EIMHCTBeHUTe BLHIIHKM JOKYMEHTH, Ha KOHTO HMaTe HpaBo, Ca
bpeHckr u aHrIMiICKH pedHuI. AKO Kejlaere, MOXKeTe J1a M0JI3BATe KAJIKYJIATOPU.

[Tpu oneHsiBaHETO HA 3aJaYUTE TOJIIMA TEXKECT Ie UMAT SICHOTATA W CTUIBT HA U3-
JIOZKEHUTE PEHICHHUA 1 apTyMeHTallu:Aa. He U3II0JI3BaliTe M3JIUIIHA Ipo3a B apryMeHTuTe
cu, ObjieTe KpaTKW, TOYHH U ACHU. V3M0/I3BaAHETO HA CXEMU 33 OHALJIE/SIBAHE HA PA3ChIK-
nennsita Bu e xenarenno. Ilumere camo Ha e3mka, koiito cre nu3bpann (dbpeHckn
WM AHTIuiCKN).

BamaunTe HOCAT eJHaKbB OpOil TOUKH.
Pasnomarare ¢ 4 gaca. Ycnex!






Premiére partie

Francais

Probléme 1

Soient f(z),g(z) et h(z) trois polynomes réels de degré 2. On sait que 3f(z) — 7g(x) — 2h(zx), f(x) +
g(x) —4h(z) et f(x)+g(x)+ h(x) sont des polyndmes de deuxiéme degré ayant chacun une unique racine
réelle. De plus, f(x) et g(x) ont chacun deux racines réelles. Montrer que si 2(0) = 0, alors f(0)+g¢(0) = 0.

Probléme 11

Soit ABC' un triangle non-isocéle et avec trois angles aigus. L’altitude he coupe le segment AB au
point C7. Notons par ¢; et co les cercles exinscrits des triangles AC;C et BC1C, opposés au sommet
C (autrement dit, ¢; par exemple touche le segment AC; et les rayons CA et CCy aprés A et Cy
respectivement). Supposons que les deux tengentes externes communes des cercles ¢1 et c2 se coupent au
point C”’. Construisons les points A’ et B’ de maniére analogue. Montrez que A’, B’ et C’ sont colinéaires.

Probléme 111

Pour un graphe G = (V, E) et deux arétes disjointes ujus et v1ve dans E, on dit qu’un ordonnement
des sommets o : V — {1,2,...,|V]|} sépare ujuz et vivy si soit max(o(u1),o(uz)) < min(o(vy),o(ve)),
soit max(o(v1),0(v2)) < min(o(uy),o(uz)). Une famille d’ordonnements F de V est dite bonne si pour
toute paire d’arétes disjointes de G il y a un ordonnement dans F qui les sépare. Notons par s(G) la plus
petite taille d’'une bonne famille d’ordonnements de V.

Fixons s1,$2 € {1,2,...} et Supposons qu’il existe deux ensembles disjoints nonvides Vi,V5 ¢ V et
des entiers strictement positifs s; < |Vi] et s2 < |V3| de sorte que la propriété suivante soit vraie. Pour
tout sous-ensemble W; < V; de taille s; et pour tout sous-ensemble Wy € V5 de taille ss, il existe au
moins une aréte entre Wy et Ws. Montrez que

s(G) = min (log,(|Vi]/s1), loga(|V2l/s2)) -

—— FIN DE ’ENONCE ————



Part II
English

Problem 1

Let f(z),g(z) and h(z) be three real polynomials of degree 2. We know that 3f(x) — 7g(z) — 2h(x),
f(z) + g(z) — 4h(z) and f(x) + g(z) + h(x) are polynomials of degree 2, and each of them has a unique
real root. Moreover, f(x) and g(x) both have two real roots. Prove that if 4(0) = 0, then f(0)+g(0) = 0.

Problem 11

Let ABC be an acute-angled non-isosceles triangle. The altitude h¢ intersects the segment AB at
point C;. Construct the escribed circles ¢; and ¢o of the triangles AC;C and BC;C, opposite the vertex
C' (more precisely, ¢; for example touches the segment AC; and the rays CA and CC; after A and Cy
respectively). Let the two common outer tangents to ¢; and cg intersect at the point C’. Construct A’
and B’ similarly. Then, prove that A’, B’ and C’ are collinear.

Problem II1

Given a graph G = (V, E) and any two disjoint edges ujus and v1v9 in E, we say that an ordering of the
vertices o : V — {1,2,...,|V|} separates ujus and vyvy if either max(o(uq),0(u2)) < min(o(vy),o(ve))
or max(o(v1),0(v2)) < min(o(u1),o(uz)). A family F of orderings of V' is good if for every pair of disjoint
edges of G there is an ordering in F that separates them. Denote by s(G) the smallest size of a good
family of orderings of V.

Suppose that there are two disjoint non-empty sets Vi, Vo © V and positive integers s; < |V;] and
s2 < |Va| such that the following holds. For subset W7 € V; of size s; and every subset Wa € Vs, of size
So, there is at least one edge of G between W7 and W5. Show that

s(G) = min (log,(|Vi]/s1), loga(|V2l/s2)) -

——— END OF PAPER ————



