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[Ipouerere BHEMATETHO!

YHacT mbpBa U 9aCT BTOPA CbIbPKAT YCIOBUATA HA 33JaUNTe ChOTBETHO Ha (ppeH-
CKH WU AHIVIHACKM e3WK. EJIMHCTBeHNTE BBHIIHK JOKYMEHTH, Ha KOHTO MMAaTe IIPaBo, ca
bpeHCKN 1 aHTJIHACKH PeIHUI. AKO KejJaeTe, MOXKeTe 113 MOI3BaTe KaJIKYIaTOPH.

[lpu onensiBaneTo Ha 3aa4uTe TOJISIMA TEXKECT 1€ MMAT SICHOTATA M CTHUIBLT HA
HU3JIOZKEHUTE DEeHICHUd 1 apryMeHTalud. He U3MI0JI3BAUTE U3JIUITHA IIpo3a B apr'yMeHTUuTe
cu, ObjieTe TOYHN U KpaTKu. V31013BaHETO HA CXeMU 32 OHALJIEIABaHE HA PA3ChKICHUATA
Bu e :kenarenno. Ilumere camo Ha e3uka, KoiiTo cre m3bpanu (dbpencku mim
aHrauiickm).

BaaunTe HOCAT eJHaKbB OpOil TOUKH.

AKo HaMepHuTe TPellka B YCJIOBUATA Ha 3aaduTe, oTOeIekKeTe 1 B paboTaTa CH U HMPO-

JIbzKeTe 6€3 Ja moBaurare BbIIPOCH KbM KBECTOPHUTE.
Pasznomarare ¢ 4 gaca. Yemnex!






Premiére partie

Francais

Probléme 1

On se donne un triangle ABC' et un point F dans son intérieur. On suppose que AF, BF et CF
coupent BC, AC et AB en P,, P, et D respectivement. Soit H le pied du perpendiculaire de D vers P, P,
et soient H,, Hy, H,, Hj les pieds des perpendiculaires de H vers AP,, BF,, BC et AC respectivement.
Montrer que H,, Hy, H},, H} sont cocycliques.

Probléme 11

a. Soit n > 1 un entier. Montrer que

1+1+1+ +1>1+”
2 3 on = 2’

b. Soient (uy) et (v,) deux suites définies par ug = 17, vy = 18 et pour tout n > 0

2020
Up41 = Up + — et Unt+1 = Up .
Un, Unp,

Montrer que les suites 1/u,, et 1/v,, convergent et trouver leurs limites.

Probléme 111

Soient n,k > 2 des entiers. Thomas joue au jeu suivant avec le diable. Le diable a écrit la liste des
nombres entiers sur une ligne. Thomas dispose de n jetons, tandis que le diable en a une quantité illimité.
Initialement Thomas place ses jetons sur des entiers différents de son choix. Apreés le diable effectue les
opérations suivantes.

1. S’il existe m € Z tel qu’il y a des jetons sur m + k et m + k — 1, mais il n’y en a pas sur m, alors
le diable place un jeton sur m (s’il y a plusieurs tels m, le diable choisit par lequel commencer) et
répéte opération 1. Sinon, il procéde & opération 2.

2. S’ existe m € Z tel qu’il y a des jetons sur m — k et m — k + 1, mais il n’y en a pas sur m, alors
le diable place un jeton sur m (s’il y a plusieurs tels m, le diable choisit par lequel commencer) et
revient & opération 1.

Si Thomas arrive & forcer le diable & continuer & placer des jetons & ’éternité, il est déclaré vainqueur.
Sinon, le diable gagne.
Etant donné k, pour quelles valeurs de n puis-Thomas gagner ?

—— FIN DE ’ENONCE ———



Part II
English

Problem 1

Let ABC be a triangle and F' be an arbitrary point in its interior. Suppose that AF', BF and CF
intersect BC, AC and AB in points P,, P, and D respectively. Let H be the foot of the perpendicular
from D to P, Py and let H,, Hy, H;, H] be the feet of the perpendiculars from H to AP,, BF;, BC and
AC respectively. Prove that H,, Hy,, H}, H] are cocyclic.

Problem 11

a. Let n > 1 be an integer. Show that

1+1+1+ +1>1+”
2 3 on = 2’

b. Let (uy) and (v,) be two sequences defined by up = 17, vg = 18 and for all n > 0

2020
Upyl = Up + — and Unt1 = Up + .
Un Unp

Prove that the sequences 1/u,, and 1/v,, converge and determine their limits.

Problem II1

Let n,k > 2 be integers. Thomas is playing the following game with the devil. The devil has written
out the integer numbers in a row. Thomas is given n tokens, while the devil has an infinite supply of
them. Initially Thomas places his tokens on distinct integers of his choice. Then the devil has to execute
the following procedure.

1. If there exists m € Z such that there are tokens on m + k and m + k — 1, but not on m, then the
devil places a token on m (if there are several such m, the devil chooses which one to add first)
and repeats step 1. Otherwise, he proceeds to step 2.

2. If there exists m € Z such that there are tokens on m — k and m — k + 1, but not on m, then the
devil places a token on m (if there are several such m, the devil chooses which one to add first)
and goes back to step 1.

If Thomas manages to force the devil to continue placing tokens forever, he is declared winner. Otherwise,
the devil wins.
Given k, for which values of n can Thomas win?

——— END OF PAPER ———



