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Solution 1.

Soit O � FC X PaPb. On a que :

� =HH 1

aHa � =HPaHa � =HPaF .
� =HH 1

aH
1

b � =HCH 1

b � =HCPb.

� =HHbHa � =HFHa � =HFPa.

� =HHbH
1

b � =HPbH
1

b � =HPbC.

Alors, la somme des angles HaH
1

aH
1

b et HaHbH
1

b est égale à 180� � =PbHC � =PbHF .
Montrons que =PbHC � =PbHF .

Notez que les droites pBA,BPb, BO,BCq forment un quadruplet harmonique. En pro-

jetant sur la droite CD on obtient que pD,F,O,Cq est un quadruplet harmonique. Soit

F 1 le point sur la droite CD, pour lequel =OHF 1 � OHC et F 1 � C. Alors, OH est

la bisectrice intérieure de =FHC et donc F 1O{OC � FH{HC. En plus, =OHD � 90�

d'où HD est la bisectrice extérieure de =FHC. Donc, F 1D{DC � F 1D{DC � F 1O{OC.

On conclut que pD,F 1, O,Cq est un quadruplet harmonique, d'où F 1 � F . La preuve est

terminée.
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Solution 2.

a. On montre l'assertion par récurrence. Il su�t donc de remarquer que

1

2n � 1
� � � � � 1

2n�1
¥ 1

2n�1
� � � � � 1

2n�1loooooooooomoooooooooon
2n

� 1

2
.
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b. lim 1{un � lim 1{vn � 0. Observons que par récurrence les deux suites un et vn sont

positives et donc croissantes. Cela implique l'existence des limites.

Supposons par l'absurde que un Ñ c   8. Alors un ¥ c{2 pour tout n ¥ n0 pour un

certain n0 assez grand. Ainsi, vn�1 ¤ vn � 4040
c pour n ¥ n0, donc, par récurrence,

vn ¤ vn0 � pn� n0q4040
c

.

Reportant cela dans la relation de récurrence pour un, on obtient que pour n ¥ n0

un ¥ un0 �
n�n0¸

i�0

8

vn0 � i4040c

¥ c

505

N�n�n0¸

i�N

1

i
,

où N � rcvn0{4040s.
Posons Hn �

°n
i�1

1
i . De a. on a que Hn Ñ8. Alors

un ¥ c

505
pHN�n�n0 �HN�1q nÑ8ÝÑ 8.

Cela contredit l'hypothèse c   8 et conclue la preuve que limun � 8. Le fait que vn
diverge aussi peut être démontré de manière analogue ou, en utilisant que par récurrence

vn ¥ un.
Remarque. Le lecteur curieux pourra étudier limun{

?
n quand 2020 est remplacé par 8

dans l'énoncé du problème.

�

Solution 3.

n ¥ k. Notons que l'ordre dans lequel le diable place ses jetons n'importe pas. Il n'est

pas di�cile de voir que si Thomas met k jetons consecutifs, le diable est obligé d'en ajouter

à l'in�ni à leur gauche.

Soit A l'ensemble des (entiers couverts par les) jetons de Thomas et soit B l'ensemble

des jetons du diable. Supposons que B est in�ni. Sans nuire à la généralité on suppose que

B contient des une in�nité d'entiers négatifs.

Observation 1. Soit z P B tel qu'à un certain moment le diable place un jeton sur z � k
ou z � k � 1 en opération 1. Alors le jeton sur z est placé avant cela. Ainsi le jeton sur

z� k ou z�pk� 1q est placé après celui sur z et donc le jeton sur z est placé en opération

1. aussi. Il s'ensuit que les jetons sur z � k et z � k � 1 sont déposés avant z.

Nécessairement il existe b P B avec b   minA � k2, sur lequel un jeton est placé en

opération 1. Par Observation 1 les jetons sur b�k   minA et b�k�1   minA sont placés

en opération 1. avant celui sur b. En itérant cet argument on obtient que les jetons sur

X0 � tb� k2 � k � 1, . . . , b� k2u sont placés en opération 1. Notons que maxX0   minA
par notre choix de b. Sans nuire à la généralité on suppose que b � k � k2.

Pour i ¥ 0 soit Xi � tki � 1, . . . , kpi � 1qu et soit Yi l'ensemble des entiers x P Xi

sur lesquels un jeton est placé en opération 1. Autrement dit, Xi partitionnent les entiers

positifs en blocs de k entiers consécutifs et Yi sont les entiers dans bloc i placés en opération

1. En particulier, on a Y0 � X0.

Observation 2. Si pour certains i et y on a y P Yi�1 et y � k R Yi, alors y � k P A.

Démonstration. Par dé�nition de Yi�1 on a qu'un jeton est placé sur y � k avant y. Par
Observation 1 appliquée à y � k on obtient que si y � k R A, alors le jeton sur y � k est

placé en opération 1., ce qui contredit y � k R Yi.
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On considère deux cas. Supposons d'abord que B ne contient qu'un nombre �ni d'entiers

positifs. Alors, posant i0 � maxpAYBq, il est clair que Yi0 � ∅, puisqu'il n'y a jamais de

jeton surXi0 . Si, au contraire, B contient un entier b1 ¡ maxA�k2�k sur lequel le jeton est

placé en opération 2., alors comme ci-dessus tous les jetons sur maxA� 1, . . . ,maxA� 2k
sont mis en opération 2. Ainsi, posant i0 � rpmaxAq{ks, on obtient que Yi0 � ∅, comme

tous les jetons dans Xi0 sont placés en opération 2.

Or |Y0| � k et |Yi0 | � 0, donc par Observation 2 A contient au moins un entier de

chaque classe de résidues modulo k, de sorte que |A| ¥ k.

�
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