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Ïðî÷åòåòå âíèìàòåëíî!
×àñò ïúðâà è ÷àñò âòîðà ñúäúðæàò óñëîâèÿòà íà çàäà÷èòå ñúîòâåòíî íà ôðåí-

ñêè è àíãëèéñêè åçèê. Åäèíñòâåíèòå âúíøíè äîêóìåíòè, íà êîèòî èìàòå ïðàâî, ñà
ôðåíñêè è àíãëèéñêè ðå÷íèöè. Àêî æåëàåòå, ìîæåòå äà ïîëçâàòå êàëêóëàòîðè.

Ïðè îöåíÿâàíåòî íà çàäà÷èòå ãîëÿìà òåæåñò ùå èìàò ÿñíîòàòà è ñòèëúò íà
èçëîæåíèòå ðåøåíèÿ è àðãóìåíòàöèÿ. Íå èçïîëçâàéòå èçëèøíà ïðîçà â àðãóìåíòèòå
ñè, áúäåòå òî÷íè è êðàòêè. Èçïîëçâàíåòî íà ñõåìè çà îíàãëåäÿâàíå íà ðàçñúæäåíèÿòà
Âè å æåëàòåëíî. Ïèøåòå ñàìî íà åçèêà, êîéòî ñòå èçáðàëè (ôðåíñêè èëè
àíãëèéñêè).

Çàäà÷èòå íîñÿò åäíàêúâ áðîé òî÷êè.
Ïðè íàìèðàíå íà ãðåøêà â óñëîâèÿòà íà çàäà÷èòå, ÿ îòáåëåæåòå â ðàáîòàòà ñè è

ïðîäúëæåòå áåç äà ïîâäèãàòå âúïðîñè êúì êâåñòîðèòå.
Êëàñèðàíåòî ùå áúäå èçëîæåíî íà ñàéòà http://balkanski-foundation.org/ â

íà÷àëîòî íà ìåñåö þíè. Àêî èìàòå âúïðîñè è êîìåíòàðè, ìîæåòå äà ãè íàñî÷èòå êúì
svilen.iskrov@gmail.com. Ñ ïúðâåíöèòå ùå ñå ñâúðæåì ÷ðåç e-mail èëè ïî òåëåôîí.
Ïîïúëíåòå ïðàâèëíî èíôîðìàöèÿòà çà êîíòàêò.

Ðàçïîëàãàòå ñ 4 ÷àñà. Óñïåõ!
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Première partie

Français

Problème I

Dans un bâtiment il y a n � 1 étages numérotés de 0 à n. A l'étage i il y a i personnes attendant
l'ascenseur, qui se trouve initialement à l'étage 0. L'ascenseur a une capacité de 5 personnes. Il prend 2
secondes pour monter ou descendre d'un étage et 8 secondes pour ouvrir et fermer ses portes. Proposer

une procédure minimisant le temps nécessaire aux gens pour descendre tous à l'étage 0 pour

a. n � 101.

b. n � 100.
Dans les deux cas il n'est pas demandé de calculer explicitement le temps minimal, même

si c'est possible.

Problème II

Deux cercles k1 et k2 de centres O1 et O2 respectivement s'intersectent en deux points distincts A et

B. La droite O1B intersecte k2 au point C distinct de B. La droite O2B intersecte k1 au point D distinct

de B. Les tangentes à k1 au point D et à k2 au point C s'intersectent en F . Montrer que les points F , B
et le centre I du cercle circonscrit k du triangle ACD sont collineaires.

Problème III

Soit N � t1, 2, . . .u. On considère les fonctions f : N ÞÑ N telles que pour tous m, n, k dans N on ait

fpm� nkq|fpmq � fpnqfpkq.

a. Trouver toutes les solutions f non-décroissantes.

b. On dit que deux fonctions f, g sont équivalentes s'il existe n P N tel que pour tout m ¥ n on a

fpmq � gpmq. Trouver à équivalence près toutes les solutions f avec fp1q � 1.

��� FIN DE L'ENONCE ���
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Part II

English

Problem I

In a building there are n � 1 �oors numbered from 0 to n. On �oor number i, there are i people
waiting for the elevator that is initially on the 0-th �oor. The elevator's capacity is 5 people at a time.

It takes two seconds for the elevator to go one �oor up or down and it takes eight seconds to open and

close its doors. Give a procedure minimising the time needed for all people to reach the ground �oor for

a. n � 101.

b. n � 100.
In both cases it is not asked to compute explicitly the minimal time, even if it is possible.

Problem II

Two circles k1 and k2 with centres O1 and O2 respectively intersect at two di�erent points A and B.

The line O1B intersects k2 at point C di�erent from B. The line O2B intersects k1 at point D di�erent

from B. The tangents to k1 at D and to k2 at C intersect at F . Prove that the points F , B and the

center I of the circumscribed circle k of triangle ACD are collinear.

Problem III

Let N � t1, 2, . . .u. Consider functions f : N ÞÑ N such that for any triple of positive integers pm,n, kq
we have

fpm� nkq|fpmq � fpnqfpkq.

a. Determine all such non-decreasing functions f .

b. We say that two functions f, g are equivalent if there exists n P N such that for all m ¥ N we have

fpmq � gpmq. Determine up to equivalence all solutions f for which fp1q � 1.

��� END OF PAPER ���
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