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[Ipouerere BHUMATETHO!

YacT mbpBa U 9acT BTOPA ChIbPKAT YCJOBUATA HA 3aa9UTe ChOTBETHO Ha (hPpEH-
CKM U aHIJIMACKYU €3uK. EpuHncTBennuTe BBLHITHU JOKYMEHTH, HA KOUTO HMAaTe IPAaBO Ca
dbperckn u anrauitcku pednuim. AKo XKejaaere, MOXKeTe J1a MOJI3BaTe KAJKYJIATODH.

[Ipu omnensgBaneTo Ha 3aJaYdTe TOJISAMA TEKECT IE UMAT SCHOTATA U CTUIBT HA
U3JI0KEHUTE PelleHust U apryMeHTamnus. He n3no3saiite H3/InTHA TPO3a B APTYMEHTUTE
cu, ObJIeTe TOYHHN U KpaTKu. V310/13BaHETO HA CXEMU 32 OHALJIE ISIBAHE HA PA3CHIKICHUSITA
Bu e :kenarenno. Ilumere camo Ha e3uka, KoiiTo cre m3bpanu (dbpencku wmim
aHrauiickm).

3aaunTe HOCAT eTHAKDB OPOil TOUKH.

[Tpun HaMupaHe Ha TpeNika B YCJAOBHUSATA Ha 3aJaduTe orbesnexkere s B paborara Cu W
IpoIb/zKeTe 6€3 Ja MOBAUTraTe BbIPOCH KbM KBECTOPUTE.

Kunacupasrero 1me Obje uszioxkeno Ha caifta http://balkanski-foundation.org/ B
HAYAJIOTO HA Mecell IoHU. AKO mMaTe BbIPOCH U KOMEHTaPH MOYKeTe Ja I'H HACOUHTE KbM
svilen.iskrov@gmail.com. C nmbpBeHIuTe 111€e ce cBbp:KeM upe3 e-mail win mo tenedoH.

[Torbanere npaBuHO UHMOPMAIUATA 38 KOHTAKT.
Pasnonarare ¢ 4 gaca. Ycmex!






Premiére partie

Francais

Probléme 1

Trouver toutes les solutions (z,y) € Z? en entiers relatifs de 1’équation

3 — 9P =37x.

Probléme 11

Oun se donne un triangle ABC, dont tous les angles sont aigus (c.a.d. plus petits que 90°). Soient B’
et C' les projetés orthogonals de B et C sur AC et AB respectivement. Soient B” et C” les projetés
orthogonals de B’ et C’ sur AB et AC respectivement. Les cercles circonscrits de ABC'C"” et ACB'B”
se coupent en A; et As. On construit les points By, By et Cp, Cy par analogie. Montrez que les droites
A1As, B1Bs et C;C5 ont un point commun.

Probléme 111

Laure a n jetons dans sa poche et elle a écrit sur une feuille (trés longue donc) la liste de tous les
entiers positifs dans l'ordre. Il y a un jeton (non compté dans les n) sur 0, qu’elle n’a pas le droit de
bouger. A chaque tour, si elle a un jeton sur k, mais aucun sur k + 1, elle peut placer un jeton de sa
poche sur k + 1. Si, au contraire, elle a un jeton sur k et un sur k + 1, elle peut remettre le jeton de k + 1
dans sa poche. Elle fait une seule opération de ce type a la fois. Ainsi elle peut toujours placer un jeton
de sa poche sur 1, & condition qu’il n’y en a pas déja un, ou retirer un jeton de 1, s’il y en a. Existe-t-il
un nombre maximal, sur lequel elle pourra placer un jeton ? Si oui, trouvez-le.

Probléme 1V

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans [0,1]. On note f°"(z) = f(f(--- (f(z))---)),
ou f est itérée n fois, ce qui définit la fonction continue f°" toujours de [0,1] dans [0, 1]. Supposons
qu'il existe z3 € [0,1] tel que f°3(x3) = w3, mais f(x3) # x3. Montrer que pour tout entier naturel
non-nul n € N, il existe z,, € [0,1] tel que n = min{k € N\{0}| f°*(z,,) = z,,}, c’est-a-dire x,, est un point
périodique de période exacte n pour f.

—— FIN DE ’ENONCE ———



Part II
English

Problem 1

Find all integer solutions (z,y) € Z? to the equation

3 — 9P =37x.

Problem II

An acute triangle ABC is given (i.e. all three angles are smaller than 90°). Let B’ and C’ be
the orthogonal projections of B and C' on AC and AB respectively. Let B” and C” be the orthogonal
projections of B and C’ on AB and AC respectively. The circumscribed circles of ABC'C" and AC B’ B”
meet at A; and As. The points By, By and C;, Cs are constructed analogously. Show that the lines
A1As, B1B> and C1C5 meet at one point.

Problem II1

Laure has n tokens in her pocket and she has listed all positive integers in order on a (very long)
sheet of paper. There is a token (not counted among the n) on the number 0, which she does not have
the right to move. At each step, if she has a token placed on k, but none on k + 1, she can put a token
from her pocket on k + 1 (if she has any left). Her other option is to put a token from k + 1 back in her
pocket, if she has a token on k. She does only one such move at a time. Hence, she can always place a
token from her pocket on 1, if there is none or take it back, if there is one. Does there exist a maximal
number, on which she could put a token? If yes, determine it.

Problem IV

Let f be a continuous function on [0,1] taking values in [0,1]. Set f°"(x) = f(f(---(f(z))---)),
where f is iterated n-fold, which defines the continuous function f°™ from [0,1] to [0,1]. Assume that
there exists z3 € [0,1] such that f°3(z3) = w3, but f(x3) # x3. Prove that for every positive integer
n € N, there exists z,, € [0, 1] such that n = min{k € N\{0}|f°*(x,,) = z,,}, i.e. @, is a periodic point of
exact period n for f.

—— END OF PAPER ————



