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Solution 1.

px, yq P tp0, 0q, p8, 6q, p�8,�6qu. L'équation se réé
rit 
omme

xpx2 � 37q � y3 .

Notons que x et x2 � 37 sont soit premiers entre eux, don
 tous deux des 
ubes, soit ont

seulement le diviseur 37 en 
ommun. Dans le deuxième 
as on voit qu'en fait x est divisible

par 37
2
, don
 on pose x � 37

2u, y � 37v pour obtenir up373u2 � 1q � v3. Puisque les

deux fa
teurs sont premiers entre eux, ils doivent être des 
ubes. Alors 
omme 37
3u2 et

37
3u2 � 1 sont tous deux des 
ubes, ils sont né
essairement égaux à 0 et �1, 
e qui donne

u � 0 et don
 x � y � 0.

Dans le premier 
as on a que x et x2 � 37 sont des 
ubes, don
 x2 � 37 et x2 sont des


ubes, 
e qui est possible uniquement pour x � �8 et don
 y � �6 respe
tivement.

Æ

Solution 2.

On a par le théorème des axes radi
aux pour les 
er
les 
ir
ons
rits de △BC 1C2

,

△CB1B2

et BCB1C 1

(qui est ins
rit, 
ar =BB1C � =BC 1C � 90
�

) que A1A2 passe par

BC 1

X CB1

� A. De plus, l'ortho
entre Ha du triangle B1C 1A a des degrés egaux par

rapport au 
er
les 
ir
ons
rits de △BC 1C2

et △CB1B2

, 
ar B1C2B2C 1

est ins
rit dans un


er
le et don
 HaB
1.HaB

2

� HaC
1.HaC

2

. On en déduit que Ha est aussi sur l'axe radi
al

des deux 
er
les 
ir
ons
rits de △BC 1C2

et △CB1B2

, d'ou 
et axe est exa
tement la droite

AHa. Par un 
al
ul d'angles on pourra façilement se 
onvain
re que 
ette droite passe par

le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit de △ABC, qui est don
, par un raisonnement analogue pour

les sommets B et C, le point 
ommun 
her
hé de A1A2, B1B2 et C1C2.
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Solution 3.

2
n
� 1. La �nitude dé
oulera de la borne que nous montrerons, mais elle peut être

démontrée indépendamment aussi de manière bien plus dire
te (par ré
urren
e, puis par

l'absurde et en 
onsidérant un intervalle long entre deux jetons). Notons d'abord que la

pro
édure est réversible, don
 de toute 
on�guration on peut revenir au point de départ

simplement en revenant sur nos pas. Soit lpnq le plus grand entier (possiblement in�ni) sur

lequel on peut poser un jeton.

Montrons par ré
urren
e que lpnq ¤ 2
n
�1. L'initialisation est triviale. Soit X � Nzt0u

une 
on�guration à laquelle on peut arriver ave
 n jetons (on les pla
e tous sans nuire à

la généralité). Notons X � tx0
1
, . . . , x0nu ave
 x0

1
  . . .   x0n, X0 � X Y t0u et soit aussi

x0
0
� 0. Par réversibilité il existe i tel que x0i�1

� x0i � 1 (sinon au
un mouvement n'est

possible). Don
 X1 � Xztxi�1u est aussi atteignable et on note X1 � t0, x1
1
, . . . , x1n�1

u

toujours dans l'ordre (on étendra la notation aux Xk qui suivent). Plus généralement, si

on dispose de k jetons dans la po
he et on a pla
é les n � k restants sur Xkzt0u, par
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réversibilité il doit être possible de retirer un des jetons en premier � 
elui sur xki�1
. Mais

alors sans bouger les autres qui sont sur la table, il doit être possible de l'atteindre ave


les k jetons de la po
he. Par dé�nition 
ela n'est possible que si xki�1
�xki ¤ lpkq� 1. Alors

on pose Xk�1 � Xkztx
k
i�1
u. On 
ontinue ainsi jusqu'à Xn � t0u. Remarquons maintenant

que

¸

j

�

xkj�1
� xkj

	

¤

¸

j

�

xk�1

j�1
� xk�1

j

	

� lpkq � 1 ,

d'où

maxX � xn �
¸

px0j�1
� x0j q ¤

¸

plpkq � 1q �

¸

2
k
� 2

n
� 1 .

Ainsi on a bien lpnq ¤ 2
n
� 1. Il est fa
ile de suivre les égalités dans 
ette preuve pour

voir que le 
as d'égalité est e�e
tivement atteint (seulement) pour X � t2
n�1, 2n�1

�

2
n�2, . . . , 2n�1u et la stratégie lue à l'envers donne une stratégie (re
ursive) pour y arriver.

Plus 
on
ètement, on utilise n� 1 jetons pour pla
er le n-ème en 2
n�1

(
'est possible par

hypothèse de ré
urren
e) et on les enlève 
omme on les a pla
és. Ensuite on utilise n � 2

en 
ommençant en 2
n�1

pour mettre le dernier en 2
n�1

� 2
n�2

, on enlève les n� 2 et ainsi

de suite. Par 
onséquent, on a bien lpnq � 2
n
� 1.

Remark. Mentionnons que 
e problème est dû à Chung-Dia
onis-Graham, 2001.

Æ

Solution 4.

Pour deux intervalles fermés I et J de r0, 1s on é
rit I ÝÑ J si f pIq � J et on dit

que f pIq 
ouvre J . On sait que f agit sur l'ensemlbe tx3, f px3q, f pf px3qqu 
omme un 
y
le

de longueur 3. Quitte à rempl
er x3 par f px3q ou f pf px3qq on peut supposer que soit

x3   f px3q   f pf px3qq, soit x3 ¡ f px3q ¡ f pf px3qq. On supposera que la première 
haîne

d'inégalités est vraie sans nuire à la généralité, 
ar on peut rempla
er f par f̃ dé�nie par

f̃pxq � 1 � f p1 � xq (on a toujours que 1 � x3 est de période exa
tement 3). Sous 
ette

hypothèse, en posant I1 :� rx3, f px3qs et I2 :� rf px3q, f pf px3qqs, on obtient I1 ÝÑ I2 et

I2 ÝÑ I1 Y I2. Nous aurons besoin du Lemme suivant.

Lemma. Soient I et J deux intervalles fermés tels que I ÝÑ J . Alors il existe un intervalle

fermé I 1 � I ave
 f pI 1q � J .

Démonstration. Soit J � ra, bs et x0, y0 P I tels que f px0q � a et f py0q � b. Pour

simpli�er nous supposons que x0   y0, le 
as 
omplémentaire étant analogue. Posons

x � maxtx1 P I, y0 ¥ x1 ¥ x0, f px
1

q � au et y � minty1 P I, y0 ¥ y1 ¥ x, f py1q � yu, qui

existent bien par 
ontinuité. Nous montrerons alors que I 1 � rx, ys véri�e f pI 1q � J . En

e�et, f pI 1q � J par le théorème des valeurs intermédiaires. De plus, s'il existe y ¡ x1 ¡ x

ave
 f px1q   a, alors par le théorème des valeurs intermédiaires il existe y0 ¡ y ¡ x2 ¡ x1

tel que f px2q � a, 
e qui 
ontredit la dé�nition de x. On montre de manière analogue qu'il

n'existe pas x   y1   y ave
 f py1q ¡ b, 
e qui termine la preuve du Lemme.

Nous terminerons alors la solution à l'aide de 
e Lemme. Rappelons que I1 ÝÑ I2,

I2 ÝÑ I2 et I2 ÝÑ I1. Par le théorème des valeurs intermédiaires on a que f pxq � x

atteint la valeur 0, don
 f admet un point �xe. Fixons n ¥ 2. On a I1 ÝÑ I2 ÝÑ I2 ÝÑ

. . . ÝÑ I2 ÝÑ I1, où il y a n 
ouvertures. Ainsi par ré
urren
e immédiate utilisant le

Lemme on voit qu'il existe une suite pJkq0¤k¤n d'intervalles fermés tels que J0 � I1,

Jn � I1, f pJnq � Jn�1 pour tout k   n on ait Jk � I2 et f pJkq � Jk�1. Cela implique

f �npJnq � J0 � I1 � Jn et don
 f �n admet un point �xe dans l'intervalle Jn (nous avons
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déjà montré qu'une fon
tion 
ontinue d'un intervalle fermé dans lui-même a un point �xe).

De plus, �k P t1, 2, . . . , n� 1u, f �kpJnq � I2 qui est disjoint de I1, don
 le point �xe de f
�n

est un point périodique de période exa
te n pour f , 
e qui termine la preuve.

Remark. Le résultat est un 
as parti
ulier d'un théorème de Charkovski.

Æ
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