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Solution 1.
a. Soit F” la projection orthogonale de G sur [. On a GAF' ~ OAD et GBF' ~ OBC

donc
AF' B GF' B GF' B BF'

AD OD OC BC’

d’ou
AF'" BC GD _

F'B'CG DA
Ainsi par le théoréme de Ceva, AC, BD et GF’ sont concourantes, d’ou F = F’.

b. Les points C, F', O, D et G appartiennent au méme cercle, car ZOFG = Z0DG =
Z0CG =90°. Alors, ZDFG = £ZDOG = LGOC = LGFC, ce qui conclue la preuve.

1.

&

Solution 2.

a.
Premiére méthode En dérivant f, on obtient que son seul extremum local éventuel est

— —0t
en = = y/a. Cest bien un minimum global, car f,(z) “=5° +00 et f,(z) 20" oo, dou

Vo >0, fa(x) = fa(\/a) = \/E
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De plus,

et donc la deuxiéme inégalité est vraie, car f,(1/a) = 4/a. Enfin, Yn > 1 on a u, =
f(un—1) = +/a, d’ou la monotonie souhaitée.

Deuxiéme méthode Posons y = % Alors f,(z) = 4 (y + %) > +/a. De plus,

1 1
> va, fulw) = 5 (24 2) <520 =,
car x = 2. La solution est complétée comme dans la premiére méthode.

b. D apres la définition de v, il vient que

i+ i) =V ru,— a
! i£§+£<un+£>2vi'

c. | v/a. | L’inégalité de gauche a été établie en a. Pour celle de droite on utilise b et la

monotonie de a :

0t —va = (wn+ Va)ug = (un+f)<uo+ﬁ>2n < (w1 +v/a) <Zglﬁ>2

2n
L3N 2 — —>+
Premiére méthode De plus, (uj ++/a) (Zngﬁ) 20 Cela donne lim, 4o — /d.
Deuxiéme méthode La suite est positive et décroissante donc convergeante. Par conti-

nuité de f, sa limite est nécessairement un point fixe donc c’est /a.

Solution 3.
Les seules solutions sont les polynomes de degré 1. ‘ Soit P un polyndme, qui vérifie la
propriété souhaitée. Quitte & le multiplier par un entier on peut supposer

P:iwﬁ
i=0

avec a; € Z. Soit s un nombre premier tel que s } a,,. Par hypothése il existe un rationnel

£ en forme réduite tel que P(£) = 1. Alors

n
s Z aipzqn—z _ qn )
=0

Ainsi s | g et donc in peut poser ¢ = s®r, PGCD(r,s) = 1 avec a > 1. Si n > 2, alors
s | Y gaipr™ s dou s | app” — contradiction avec PGCD(p,q) = 1 et s | ¢. On
traite trivialement les cas restants avec n < 1.
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Solution 4.

Notons
S/b+i\ 1
FWJ))ZZ( ; >2b—+

0

On montrera par récurrence sur n la propriété
Va,beN,a+b<n= F(a,b) + F(b,a) =2

Montrons d’abord
Vbe N, F(0,b) + F(b,0) =

Le terme de gauche s’écrit

b
1 /b 1 /4 1 1
7 (0)+ 27 () -5+ (%)
et en particulier on a montré la propriété pour n = 0. Supposons-la vraie pour n. Alors
Va,beN,a+b<n—1ona

(AR b+z+ 18 1 (b+i) 1G 1 [(b+i
ng-H _522b+i i +§;2b+i i—1

1a 1 b+i+1 1
F(a+1,b) + 2ZW< . >:§(F(a+1,b)+F(a,b+1)).

1
Fla+1,b+1) 3
1
2

Ainsi par 'hypothése de récurrence

F(a+1,b4+1)+F(b+1,a+1) = - (F(a+1,b) + F(a,b+ 1)+ F(b+ 1,a) + F(b,a+1)) = 2.

N

En appliquant ce résultat aux couples d’entiers strictement positifs et la premiére partie de
la preuve lorsque 'un des deux est nul, on obtient la propriété pour n + 1, ce qui conclue
la preuve.

Concours "Minko Balkanski" 3 2014



