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Solution 1.

a. Soit F 1
la proje
tion orthogonale de G sur l. On a GAF 1 „ OAD et GBF 1 „ OBC

don


AF 1

AD
“ GF 1

OD
“ GF 1

OC
“ BF 1

BC
,

d'où

AF 1

F 1B
.
BC

CG
.
GD

DA
“ 1 .

Ainsi par le théorème de Ceva AC, BD et GF 1
sont 
on
ourantes, d'où F ” F 1

.

b. Les points C, F , O, D et G appartiennent au même 
er
le, 
ar =OFG “ =ODG “
=OCG “ 90˝

. Alors, =DFG “ =DOG “ =GOC “ =GFC, 
e qui 
on
lue la preuve.
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Solution 2.

a.

Première méthode En dérivant fa on obtient que son seul extremum lo
al éventuel est

en x “ ?
a. C'est bien un minimum global, 
ar fapxq xÑ`8ÝÑ `8 et fapxq xÑ0`

ÝÑ `8, d'où

@x ą 0, fapxq ě fap
?
aq “

?
a .

Con
ours "Minko Balkanski" 1 2014



De plus,

f 1
apxq “ 1

2
´ a

x2
ă 1 ,

et don
 la deuxième inégalité est vraie, 
ar fap?
aq “ ?

a. En�n, @n ě 1 on a un “
fpun´1q ě ?

a, d'où la monotonie souhaitée.

Deuxième méthode Posons y “ x?
a
. Alors fapxq “

?
a
2

´

y ` 1

y

¯

ě ?
a. De plus,

@x ě
?
a, fapxq “ 1

2

´

x ` a

x

¯

ď 1

2
2x “ x ,


ar x ě a
x
. La solution est 
omplétée 
omme dans la première méthode.

b. D'après la dé�nition de vn il vient que

vn`1 “
1

2

´

un ` a
un

¯

´ ?
a

1

2

´

un ` a
un

¯

` ?
a

“
ˆ

un ´ ?
a

un ` ?
a

˙2

“ v2n .


.

?
a. L'inégalité de gau
he a été établie en a. Pour 
elle de droite on utilise b et la

monotonie de a :

0 ď un ´
?
a “

`

un `
?
a

˘

v2
n

0 “ pun `
?
aq

ˆ

u0 ´ ?
a

u0 ` ?
a

˙2
n

ď pu1 `
?
aq

ˆ

u0 ´ ?
a

u0 ` ?
a

˙2
n

.

Première méthode De plus, pu1 ` ?
aq

´

u0´?
a

u0`?
a

¯

2
n

nÑ`8ÝÑ 0. Cela donne limnÑ`8 “ ?
a.

Deuxième méthode La suite est positive et dé
roissante don
 
onvergeante. Par 
onti-

nuité de fa sa limite est né
essairement un point �xe don
 
'est

?
a.

‹

Solution 3.

Les seules solutions sont les polyn�mes de degré 1. Soit P un polyn�me, qui véri�e la

propriété souhaitée. Quitte à le multiplier par un entier on peut supposer

P “
n

ÿ

i“0

aiX
i

ave
 ai P Z. Soit s un nombre premier tel que s ffl an. Par hypothèse il existe un rationnel

p
q
en forme réduite tel que P pp

q
q “ 1

s
. Alors

s

n
ÿ

i“0

aip
iqn´i “ qn .

Ainsi s � q et don
 in peut poser q “ sαr, PGCDpr, sq “ 1 ave
 α ě 1. Si n ě 2, alors

s �
řn

i“0
aip

irn´ispn´iqα
, d'où s � anp

n
� 
ontradi
tion ave
 PGCDpp, qq “ 1 et s � q. On

traite trivialement les 
as restants ave
 n ď 1.

‹
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Solution 4.

2. Notons

F pa, bq “
a

ÿ

0

ˆ

b ` i

i

˙

1

2b`i
.

On montrera par ré
urren
e sur n la propriété

@a, b P N, a ` b ď n ñ F pa, bq ` F pb, aq “ 2, .

Montrons d'abord

@b P N, F p0, bq ` F pb, 0q “ 2 .

Le terme de gau
he s'é
rit

1

2b

ˆ

b

0

˙

`
b

ÿ

0

1

2i

ˆ

i

i

˙

“ 1

2b
`

ˆ

2 ´ 1

2b

˙

“ 2

et en parti
ulier on a montré la propriété pour n “ 0. Supposons-la vraie pour n. Alors

@a, b P N, a ` b ď n ´ 1 on a

F pa ` 1, b ` 1q “ 1

2

a`1
ÿ

0

1

2b`i

ˆ

b ` i ` 1

i

˙

“ 1

2

a`1
ÿ

0

1

2b`i

ˆ

b ` i

i

˙

` 1

2

a`1
ÿ

0

1

2b`i

ˆ

b ` i

i ´ 1

˙

“ 1

2
F pa ` 1, bq ` 1

2

a
ÿ

0

1

2b`i`1

ˆ

b ` i ` 1

i

˙

“ 1

2
pF pa ` 1, bq ` F pa, b ` 1qq .

Ainsi par l'hypothèse de ré
urren
e

F pa`1, b`1q`F pb`1, a`1q “ 1

2
pF pa ` 1, bq ` F pa, b ` 1q ` F pb ` 1, aq ` F pb, a ` 1qq “ 2 .

En appliquant 
e résultat aux 
ouples d'entiers stri
tement positifs et la première partie de

la preuve lorsque l'un des deux est nul, on obtient la propriété pour n ` 1, 
e qui 
on
lue

la preuve.

‹
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